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ON A THEOREM OF V. N. SUDAKOV ON TYPICAL DISTRIBUTIONS

�� �� ������∗ ��� ���

The rate of approximation with respect to the Kantorovich–Rubinstein distance is considered in a theorem of
V. N. Sudakov on typical distributions. Bibliography: 18 titles.
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������ − � ���� 	�
∣∣∣∣ ≤ ?√

�
� �K��

�� B

!�����

��

�∫

�

|�����− � ���| 	� ≤ ���− ��
!

�
?√
�

�∑
���

� �K��
��

" ����� ?� F" 	!� =I����� ���;����	"� 	!� ���	 ��� ���� ��	 �3����

!���

( �∑
���

� �K��

)��
≤ !����

���  � ���� � �	 	!� ��	���	�

��

�∫

�

|�����− � ���| 	� ≤ ���− ��
!

�
?!���

√
�
�

&� #��	������� �� � 
 −�� � � 7� 	!��

��

�∫

−�

|�����− � ���| 	� ≤ A�

!
�
?!���

√
�
�

%� �3	��� 	!� ��	�$��� 	� 	!�  !��� ���� �����  � �##�" 	!� �����#	��� 	!�	 �� 
 �B " 	!� �!�"�!��
���;����	"� 	!�� �����#	��� ��#���� 	!�	 ��{� / |�| ≥ �} ≤ �−� ��� � � 7� > ������� ��	���	� ��� � �� �	�����
��	�� �����$��$ �� �� =�����

∫
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|≥�}

|����� − � ���| 	� ≤
∫

{|
|≥�}

|�|−� 	� 

���−�

�− � �

�������$ �	! ��	���	���  � �������� 	!�	

��

�∞∫

−∞
|�����− � ���| 	� ≤ ���−�

�− � �
A�

!
�
?!���

√
�

��� ��" ���� � ��� ��	���� ! � &	 �� �����" ���� 	!�	 	!� ��$!	E!��� ���� �		���� �	� ������� ��� � 
 ��� �
���� ���

���−�

�− � �
A�
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A! ��−����

���� ��− �� �
A! ��−����

����

 � �����!−��

�� 	!�� �����
%!���

�� ����� � � ≤ � �����!−�� �
?!���

√
�
�

*�  � !��� 	� �#	���9� 	!� ��$!	E!��� ���� �� 	!� �	����� ���;����	" ���� ��� ��	���� �� �������� 	!�
����� ��$ ����	��� �� � ���� ������� � � 7/
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	 � =����� �� ! 
 -��. � �� 	!�� �� � ! ≤ ���� C�� 	!�� ������

'�!� ≤ (�−��� � ) �����
��� 
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�
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%� ��#���� 	!�� �3#������� " � ���#��� ����  � �##�" 	!� ������ ��	���	��

�

�

(
� �

�

�

)


�

�

(
�− �

�

)
≤ � ��� ?

(��
?

)���
≤ ? ����	�� � A�

&	 �� �����" ���� 	!�	 � 	� �
�� � �� =����� �� � � ��� � A

)
� �� �� ���

�� ����� � � ≤ �� � �−������

>� � �����	�  � $�	 	!� ����� ��$ �	�	����	�

������ �� ����	 ���� � ������ �	���� � �� 	� ������	� ��	 ��������� ����������

�� |��|����� ≤�� ��� ��� � ∈ ��−�

���� � �������� �� ��� � �
	� � � �� ��	�

�� ����� � � ≤ ����
�

�− � �
− �−�

�� �

C�� �3��#��� �� � 
 �� 	!�� �� ����� � � ≤ �A�� �
−��
� >� � ��������"�  � ��� 	!�	


�−�
{
� ∈ ��−� / ����� � � ≥��Æ

} ≤ �A�−��


Æ

��� ��" Æ � 7� %!� �3#������� �� 	!� ��$!	 ���� ��	 �3���� Æ  !������ � ≥ �A
�Æ��

��������� �� &�	 ��� ��'	 �Æ 
 - �A

 Æ−�. � � �� ��	��	� ��

&	 ������� 	� ��,� 	!� ���	 �	�# �� 	!� #���� �� %!����� ��

%���� �� ��	��	� (� �� ��" ��	  
 �� &� 	!�� ����� 	!� ������	��" ���;����	" �� ≤ ���−� ���  !��! �� ����� ���
��� � ≥ 7 ��� � � �� ��#���� 	!�	

� |��|� ≤ �� �−�� �|��| ≤ � �� �−��

�� 	!�	 �� � ����� F" %!����� ?�

�� ����� � � ≤ ��
��

�

�

�− � �
�
��

�√
�
�

%�,� � 
 �� �
� ��$� �� ≥ ��� %!�� �

�
�� � �� ��� �	 �� ����� 	!�	 	!� ���Æ����	 �� �√

�
�� ������ " � ��$�  �	!

�� �����	� ����	��	 �� %!����� � �� #������

%���� �� )�������� *� +�������" 	� 	!� ���� �� %!����� ��  � 	�,�  
 �� &	 �� ����$! 	� �!� 	!�	 	!� ����	���

���� 
 ����� � � 


�∞∫

−∞
|�����− � ���| 	�
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!�� � ������ ��#��!�	9 �������� �� 	!� ���	 �#!���� F" 	!� 4��	������!56����	��� 	!����� ����� ��� �3��#���
-'� #� ??7.�� 	!� ����� ��$ ��#�����	�	��� �� �����/

���� 
 ��#

[ �∞∫

−∞
� 	�� −

�∞∫

−∞
� 	�

]

 ��# -� �����−� ����.�

 !��� � �� � ������ �������  �	! ���	���	��� � � ��� 	!� ��#����� �� 	�,�� ���� 	!� ��	 �� ��� ����	����
� / 	 → 	  �	! ��#��!�	9 �������� ‖�‖��� ≤ �� &	 ����� � 	!�	

����− ���′� ≤ ��#
[
� �����−� ����′�

]

��� ��" #��� �� �′ �� ���	 ���	���� *�	� 	!�	

|� �����−� ����′�| ≤ � |�� − ��′ | 
 � |〈�� � − �′〉| ≤�� ‖� − �′‖�

 !��� �� 
 ��#
�∈��−�

� |��|� =����� ‖�‖��� ≤ ��� F" 	!� �����	��� �� ��� 	!������ � �
|��| ≤ �B !����� � |��| ≤

�−� � �|��| � �� %!��� ‖�‖��� � ��
&	 ������� 	� �##�" 	!� ������ ���;����	" �� ����� � 	� 	!� ����	��� �−��� ��� 	� ��� 	!� ��	���	� �� ���

��������$ 	� %!����� ��

	������� ��� &�  � ������ �� %!����� � 	!�	 	!� ������ ����	������ ��� ��EL������� ��������" �� �� �����

� ��
�
���

� ≤ �� 	!�� 	!� �	�	����	 ��� � �!��#���� �# 	� 	!� ��	���	�

�� ����� � � ≤ �
√
��$�√
�
�

%!� #���� �� 	!� ����� ���" %!����� ? ���	 � �##����  �	! #�����	�� � �� �����
√
��$��

��� &	 ����� � ���� %!����� ? 	!�	 	!� �����	��� �� |��|����� ≤  �� %!����� � ��� �  ��,���� �# 	�
	!� �����	��� �� |��|����� ≤  ��� ��" <3�� � � �� >	 	!� ���� 	���� �	 �� ��	 �����  !�	!�� �	 �� ����$! 	�
������ 	!�	 	!� <��	 �����	� �����	� ��� ������� ����� 	!�	 � |��| ≤ � %!� ���� ��$����	 �##����$ 	!�
�	�	����	 �� %!����� � �� ���! � $������ ���� �� 	!� ����� ��$ ���	/ %!� �����" �� ��� #������	" ���	���	���� ��
	!� ���� ����  �	! � ������ �����	� �����	 ����� 	� � ���#��	 �� 	!� 4��	������!56����	��� ��	��� � !���
�	 ������� ���#��	 �� 	!� 	�#���$" ��  ��, ������$������ %!��� �	 �� ��	���� 	� �������� 	!� #����� �� 	!�
��	� �� ������	��	��� ������ � 	"#���� ���	���	��� �� ��H����	 �	������ ��	����  !��! ��� ���#������ ���  ��,
������$����� C�� �3��#��� 	!� ����� ��$ �	�	����	 !�����

������ �� ����	 ���� � ������ �	���� � �� 	� ������	� ��	 ��������� � |��| ≤  ��� ��� � ∈ ��−� ���� �

�������� � ��	�

�� *���� � � ≤ ��
��$�

���

�

��	�	 �� �	�	��� �� �

&� 	!�� 	!������ *���� � � �� 	!� �D��" ���	�����  !��! �� ��<��� �� 	!� �������	 ����� + ∈ -7� �. ���! 	!�	

� ��− +�− + ≤ ����� ≤ � ��� +� � +

��� ��� � ∈ 	�

%����� �� �##�" 	!� M���	���� ���;����	" ���� -�(.�/

*���� � � ≤ �

�

�∫

�

|�����− ����|
�

	�� ��
��$,

,
� , � ��?�

 !��! ����	�� 	!� �D��" ���	���� �	 ��� ���	���	���� �� ��� � 	� 	!��� �!����	����	�� ����	����

����� 
 ������ ��� ���� 
 ����� 
 ��������
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=��� � �� � ������ ������� ���	���	�� ��������$ 	� � ����! � ����	��� !���� ��� ��" #��� �� #������	"
���	���	���� �� 	!� ������
C�� ��" <3�� � � 7 	!� ����#��3E������� ����	���

����� 
 �����− ���� 
 � ������ − ������ � ∈ 	��

�� ��<��� ��� ���	�������" ��H����	���� �� 	!�  !��� �#���� ��� 〈∇������ �′〉 
 �����′ ����� ��� ��" ���	 ���	���
� ��� �′� =�����

|〈∇������ �′〉| ≤ �� |��′ | ≤ ��
+���� �′ �� ���	���"� |∇�����| ≤ � �� 	!� ���	 �#!���� %!� ���#�����	��� 	!����� �� 	!� �#!��� ��#���� 	!�	

�� |�����− ����| 
 ��|��| ≤
�
∥∥��∥∥

���√
�

≤ ��√
�
�

=����� �����$��$ 	!� M���	���� ���;����	" �� ��  � �������� 	!�	

�� *���� � � ≤ �,

�
√
�
� ��

��$,

,

��� ��� , � ��?� &	 ������� 	� �#	���9� 	!� ��$!	E!��� ���� �� , ��	 �� ����$! 	� 	�,� , �� ����� ���
��

	����� �	� ����� ��� &	 ����� � ���� 	!� $������ 	!���" �� +����� 	"#� ���;����	��� ����� ��� �3��#��� -�7�
A.� 	!�	 	!� ��	 ����	��	 �� 	!� ���;����	"

���� |�−���| ≤ ��|∇�|

�� �		����� �� 	!� ��"�#	�	�� ����� �	 ������	�� ����	���� � 
 �� �� ��������� ����	� - ⊂ ��−�� C�� ���!
����	����� 	!� ���������� ��	�$��E��H����	��� ���;����	" 	���� ��	� �� ���;����	" �� ���#�����	��� 	"#��


��−��-� ≥ ��� ���− ��� � 
 
�−��-��

 !���


��−��-� 
 ��� ���
�↓�

[
�

.

�−�

{
/ ∈ ��−� \- / 	!��� �3��	� 0 ∈ - ���! 	!�	 |0 − /| � .}

]

����	�� 	!� #�����	�� �� - �� 	!� ����� �� 	!� ������� 
�−�� J�����9��$ �� -�  � $�	 �� �;�������	 ����	���

"��� ≥ ��� ���− ��� 7 � � � ��

�� 	���� �� 	!� ���#�����	��� ����	��� "��� 
 ���{
��−��-� / 
�−��-� 
 �}B !�����

�� 
 ���
�����

"���

����− �� �

%!�� ������� ������� ����� �� � ��	!�� ��	���	 ��	��	���� �����"� ��� ���	���" ��	��� �#�����
&� 	!� ���� �� � �#!���� �	 ����� � ���� 	!� �D��"5+�!���	 ���#�����	��� 	!����� 	!�	� ��� ��" <3�� � ∈ �7� ���

	!� #�����	�� 
��−��-� �� 	!� ����� �� ��	�  �	! <3�� ������� 
�−��-� 
 � �� ������9�� �	 ���� �� 	!� �#!����
=����� �	 �� #������ 	� $�	 �� �3#����	 ����"	�� ������#	��� �� 	!� ������#�����$ ���#�����	��� ����	��� "����
&� ����	���� �	 �� ,�� � 	!�	 	!� ����	��� ��� − ���"��� �� ������� ���� -A� %!����� ���.��  !��! �������	��"
��#���� 	!�	 �� 
 �"������ �� ��	� 	!�	 "����� �;���� 	!� #�����	�� �� � !���E�#!���  !��� ������" �� �
�#!��� �� ��������� � − � ��� 	!�	 	!� �� − ��E����������� ���� �� 	!� �#!��� ��−� �� $���� " 	!� �������
1�−� 
 ������N������ &	 ����� � 	!�	

�� 

�1�−�
1�−�
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�

N��� �

N��−�� �
�
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&� #��	�����	� �� 
 ���� &	 ����� � ���� 	!� +	�����$ ������� 	!�	 ��
√
�→ √

��� �� �→ ∞� =����� 	!� ��	
��������������� ����	��	 �� �� ���;����	" �� 	!� ����

�� |�−���| ≤ �√
�
��|∇�|

�� ��	 ���� 	!��
√

�
� � > ���	��� ����"��� �� 	!� ������� ��� �� �!� � 	!�	 	!� ����� �� ���

√
� �� ������� ���

� 
 ��  !��! ������#���� 	� 	!� �#	���� ����� � 
 �√
�
�

&�  � ,�� � �� ����	���� 	!�	 |∇����| ≤ �� ����� ‖�‖��� ≤ �� 	!��

�� |�−�� �| ≤ �√
�

" ����� �� &� 	!�� ����� !� ����� 	!� ����	��	 � 
 �√
�
�� ��	 �#	����� ���  � ��� 	�,� � 
 �� &������ "

	!� �D��"5+�!���	 	!������ 	!� ���	���	��� �� ��" ��#��!�	9 ���	������ ����	��� �  �	! ���#��	 	� 	!� �������

�−� �� 	!� ���$� �� 	!� ���	���	��� �� 	!� ����	��� ����� 
 ��  �	! ���#��	 	� 	!� ���� ������� ����� ����
������������$ ��##��$ O / 	 → 	  �	! ��#��!�	9 �������� ‖O‖��� ≤ �� &	 �� ���" 	� �������� 	!�	� ���
���#������� �� 	!� ����� �� 	!� ������� 
�−��

)�� ��� 

�

�

∫∫
|O������� −O�����′��|� 	
�−���� 	
�−���′�

≤ �

�

∫∫
|����� − ����′�|� 	
�−���� 	
�−���′� 
 )�� ���� 
 �

�
�

=����� �� |� − ���| ≤ �√
�
� %!�� ���;����	"  �� �##���� �� ��� �����, �� ��$���	!������" ������� #������	"

���	���	���� ��� �� 	!� #���� �� %!����� A � �	! � ������ ����	��	 ����� 	!� ����	��� � �� ���#��3E��������
%!� ���#�����	��� 	!����� ���� � ��� 	� ��	���	� 	!� 
�−�E������� ��� ���$� �����	���� ��  ���� &� #��	�������

����� 	!� ���� �����#	��� 	!�	 ‖�‖��� ≤ ��  � �������� 	!�	


�−�{�−2��� ≥ �} ≤ 
�−�{�� ≥ �}

��� ��� � � 7�  !��� 2��� �� 	!� ������ ��� ��� �� �������� ��� � �� 	!� ����� �� 
�−�� %!� ��$!	E!��� ���� ��
	!� ���� ���;����	" �� ��	���	�� " 	!� �3#������� �−��−�� �

���� ��������" 	� ����� �� =� ����� ��  �  ��	 	�
#��� ���� � ������ 	� ��	!���	���� �3#��	�	���  �	!��	 ������� �	 �� �		�� 	� �##�" 	!� ��$���	!��� +�����
���;����	"�

�� �
� ��$�� −�� �

� ��$ �� �
� ≤ �����|∇�|��

 !��� �	 �� ������� 	!�	 � �� �� ���	���" ���	�������" ��H����	���� ����	���� &	 ��  ��� ,�� � ����� ��� �3��#���
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