
ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ
Àïðåëü 2010 Âûïóñê 46

Èçäàåòñÿ ñ 1966 ãîäà

Âûïóñê 46

Ìåæâóçîâñêèé ìåæäóíàðîäíûé ñáîðíèê

Ïîä ðåäàêöèåé ïðîô. Í. Í. Óðàëüöåâîé

Íîâîñèáèðñê
¾ÒÀÌÀÐÀ ÐÎÆÊÎÂÑÊÀß¿

2010



Ñåðèÿ îñíîâàíà â 1966 ãîäó
ÓÄÊ 517
ÁÁÊ 22.1

Ï762

Ï762 Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Âûï. 46 � Íîâîñèáèðñê: Òàìàðà Ðîæêîâñêàÿ,
2010 � 140 ñ.

Ïðåäñòàâëåíû íîâûå ðåçóëüòàòû ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäóåòñÿ êîýô-
ôèöèåíòíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è äàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå îáîñíîâà-
íèå àäàïòèâíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ýòîé è áîëåå îáùèõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷, äëÿ
êëàññà ìíîãîìåðíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, âêëþ÷àÿ ñôåðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ëîãà-
ðèôìè÷åñêè âîãíóòûå ìåðû, âûâîäÿòñÿ íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè è ëîãàðèôìè÷åñêîå íåðàâåí-
ñòâî Ñîáîëåâà, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè àòìîñôåðû ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ðåøåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ïðåäëîæåíû íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ñïëàéí-âýéâëåòíûõ ðàçëîæåíèé, èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü ðàâíîâåñíîãî íàïðÿæåíèÿ îò ãðàíè÷-
íîãî ñìåùåíèÿ è ìèêðîíåîäíîðîäíîñòè â ñëó÷àå äâóõôàçîâîé óïðóãîé ñðåäû, èññëåäóåòñÿ âîïðîñ
î ñïðÿìëÿåìîñòè âåùåñòâííûõ ïëîñêèõ öåïåé êîíå÷íîé ìàññû â ïîëíîì ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ñ ïîìîùüþ îöåíêè ãðàäèåíòà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ïðîñòðàíñòâàõ
Îðëè÷à äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå íîâûå âàðèàíòû íåðàâåíñòâà Êîðíà, êîòîðûå çàòåì èñïîëüçó-
þòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåãóëÿðíîñòè ìèíèìèçèðóþùèõ ýëåìåíòîâ âàðèàöèîííûõ èíòåãðàëîâ.

Äëÿ ìàòåìàòèêîâ � ñïåöèàëèñòîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, à òàêæå äëÿ ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ, ìåõàíèêîâ.
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Íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè è ëîãàðèôìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà âûâîäÿòñÿ äëÿ êëàñ-
ñà ìíîãîìåðíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, âêëþ÷àÿ ñôåðè÷åñêè èíâàðèàíòíûå ëîãà-
ðèôìè÷åñêè âîãíóòûå ìåðû. Áèáëèîãðàôèÿ: 17 íàçâ.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü µ � ñôåðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn (n >
2) ñ ïëîòíîñòüþ

dµ(x)

dx
= ρ(|x|), x ∈ Rn,

ãäå ρ = ρ(r) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè r > 0.
Â ÷àñòíîñòè, âñå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû x → 〈x, θ〉 èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî µ

êîòîðûå çàâèñÿò ëèøü îò åâêëèäîâîé íîðìû |θ|. Äëÿ íîðìèðîâêè ïðåäïîëîæèì, ÷òî∫
x2
1 dµ(x) = 1, (1.1)

èëè â èíîé çàïèñè ∫
|x|2 dµ(x) = n.

Ââåäåì ôóíêöèþ êîíöåíòðàöèè
αµ(h) = sup

[
1− µ(Ah)

]
, h > 0,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì èçìåðèìûì ìíîæåñòâàì A âRn òàêèì, ÷òî µ(A) > 1/2, è îáîçíà÷èì
÷åðåç Ah = {x ∈ Rn : ∃ y ∈ A, |x − y| < h} îòêðûòóþ h-îêðåñòíîñòü A îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâà
ðàññòîÿíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ρ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòà, ò.å. äëÿ âñåõ x, y > 0 è t ∈ (0, 1)

ρ(tx+ (1− t)y) > ρ(x)tρ(y)1−t,

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå NSF.
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òî ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ µ, äîïóñêàåò ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùóþ îöåíêó
αµ(h) 6 e−ch, (1.2)

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Áîëåå òîãî, [1], â êëàññå âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé f íà Rn ñ
íóëåâûì µ-ñðåäíèì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

λ1

∫
f2 dµ 6

∫
|∇f |2 dµ (1.3)

ñ îïòèìàëüíîé êîíñòàíòîé (ñïåêòðàëüíîé ëàêóíîé) λ1 = λ1(µ), óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó
c 6 λ1 6 1.

Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè îò µ èìååò â õóäøåì ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáû-
âàíèå è ìîæåò áûòü îöåíåíà ÷åðåç λ1, îòìåòèëè Ãðîìîâ è Ìèëüìàí [2] è Áîðîâêîâ è Óòåâ [3].
Áîëåå òî÷íî (ñì. [4]), åñëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî òèïà Ïóàíêàðå (1.3), òî

1− µ(Ah) 6 C e−2
√
λ1 h, µ(A) > 1/2,

ãäå C � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà (íàïðèìåð, C = 18). Òàêèì îáðàçîì, åñëè λ1 îòäåëåíà îò íóëÿ
àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé, ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè (1.2) ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé
êîíñòàíòîé c > 0.

Â îáùåì ñëó÷àå îöåíêó (1.2) íåëüçÿ óëó÷øèòü, èñõîäÿ èç (1.3). Îäíàêî âî ìíîãèõ èíòåðåñíûõ
ïðèìåðàõ, îñîáåííî ïðè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè n αµ óáûâàåò íà áîëüøîì èíòåðâàëå òàê æå, êàê
â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå. Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � óòî÷íèòü îöåíêó (1.2).

Òåîðåìà 1.1. Åñëè ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ρ îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó
µ íà Rn, ïîä÷èíåííóþ óñëîâèþ íîðìèðîâêè (1.1), òî

αµ(h) 6 e−ch2

, 0 6 h 6
√
n, (1.4)

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Íà ôóíêöèîíàëüíîì ÿçûêå íåðàâåíñòâî (1.4) ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþ-
áîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f : Rn → R òàêîé, ÷òî

‖f‖Lip 6 1,

∫
f dµ = 0,

èìååì
µ{x ∈ Rn : |f(x)| > h} 6 2e−ch2

, 0 6 h 6
√
n,

ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû c > 0.
Íàïîìíèì, ÷òî ìåðà µ íà Rn íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé, åñëè äëÿ âñåõ t ∈ (0, 1)

îíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òèïà Áðóííà � Ìèíêîâñêîãî
µ(tA+ (1− t)B) > µ(A)tµ(B)1−t

â êëàññå âñåõ íåïóñòûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A è B â Rn. Åñëè ìåðà µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà,
òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ âîãíóòîñòü µ ýêâèâàëåíòíà ëîãàðèôìè÷åñêîé âîãíóòîñòè åå ïëîòíîñòè (òåî-
ðåìà Ïðåêîïû, ñì. [5, 6]). Ñ ó÷åòîì ýòîé õàðàêòåðèçàöèè ÿñíî, ÷òî ñôåðè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ
ìåðà µ íà Rn ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ ρ ëîãàðèôìè÷åñêè
âîãíóòà è íåâîçðàñòàþùàÿ. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.1 âêëþ÷àåò êëàññ âñåõ ñôåðè÷åñêè èíâà-
ðèàíòíûõ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà Rn, êîòîðûå àáñîëþòíî íåïðåðûâíû
îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû ρ áûëà íåâîçðàñòàþùåé, íåðàâåíñòâî
(1.4) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáîáùåíèå ñâîéñòâà êîíöåíòðàöèè íà åäèíè÷íîé ñôåðå

Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè çàìåíå (1.1) óñëîâèåì

∫
|x|2 dµ(x) = 1,
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íåðàâåíñòâî (1.4) ñëåäóåò çàìåíèòü íåðàâåíñòâîì

αµ(h) 6 e−cnh2

, 0 6 h 6 1.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæíî ïðèìåíèòü ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ µ = σn−1 íà Sn−1 (ïîñêîëüêó
ýòà ìåðà ÿâëÿåòñÿ �ïðåäåëüíîé òî÷êîé� äëÿ êëàññà âñåõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñôåðè÷åñêè
èíâàðèàíòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ ñ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé ρ). Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî óáðàòü óñëîâèå 0 6 h 6 1, çàìåòèâ, ÷òî αµ(h) = 0 åñëè h > 1. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà A ⊂ Sn−1 òàêîãî, ÷òî σn−1(A) > 1/2, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1− σn−1(A
h) 6 e−cnh2

, h > 0,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ñâîéñòâà êîíöåíòðàöèè ñôåðû, îáû÷íî ïîëó÷àåìîå êàê ñëåä-
ñòâèå èçîïåðèìåòðè÷åñêîé òåîðåìû Ëåâè (ñì. [7, 8]).

Íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè èç òåîðåìû 1.1 áóäåò ïîëó÷åíî çäåñü ñ ïîìîùüþ ëîãàðèôìè-
÷åñêèõ íåðàâåíñòâ Ñîáîëåâà, êîòîðûå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äëÿ ñóæåíèé µ íà øàð ðàäèóñà
ïîðÿäêà √

n (ñì. § 4 è 5). Ìû ðàññìîòðèì ñâîéñòâî êîíöåíòðàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ åâêëèäîâîé
íîðìû äëÿ µ îòäåëüíî â § 2 è 3.

2. Ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëûå ìåðû ïîðÿäêà p

Ñ ïîìîùüþ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëþáóþ ñôåðè÷åñêè èíâàðèàíòíóþ
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ íà Rn \ {0} êàê îáðàç ìåðû ïðîèçâåäåíèÿ ν⊗σn−1 íà (0,+∞)×Sn−1 ïðè
îòîáðàæåíèè (r, θ) → rθ. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ν õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå åâêëèäîâîé
íîðìû |X|, ãäå X � ñëó÷àéíûé âåêòîð â Rn, ðàñïðåäåëåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ µ. Êðîìå òîãî,
åñëè µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è èìååò ïëîòíîñòü

dµ(x)

dx
= ρ(|x|),

òî ìåðà ν àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà (0,+∞) è èìååò ïëîòíîñòü
dν(r)

dr
= nωn r

n−1ρ(r), r > 0,

ãäå ωn îáîçíà÷àåò îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà â Rn. Åñëè ôóíêöèÿ ρ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòàÿ,
ïîëó÷àåì ñïåöèàëüíûé êëàññ îäíîìåðíûõ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé íà (0,+∞) ñ ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ > 0 èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè
âîãíóòîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêà p > 1, åñëè îíà èìååò ïëîòíîñòü âèäà

q(r) = rp−1ρ(r)

äëÿ íåêîòîðîé ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé ôóíêöèè ρ íà (0,+∞).

Íàïðèìåð, ñòàíäàðòíîå Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, êîòîðîå èìååò ïëîò-
íîñòü

q(r) =
1

Γ(p)
rp−1 e−r,

ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé ïîðÿäêà ïîðÿäêà p, åñëè p > 1.
Âî ìíîãèõ ñîîòíîøåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ îáùèìè ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûìè ðàñïðåäåëåíè-

ÿìè ïîðÿäêà p, Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò ýêñòðåìàëüíóþ ðîëü. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Åñëè ξ > 0 èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêà
p > 1, òî

Var (ξ) 6 1

p
(Eξ)2. (2.1)

Çäåñü Var (ξ) = Eξ2 − (Eξ)2 îáîçíà÷àåò äèñïåðñèþ ξ. Ðàâåíñòâî â (2.1) äîñòèãàåòñÿ ïðè
ñòàíäàðòíîì Ãàììà�ðàñïðåäåëåíèè ñ p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p ñîñòîèò â òîì, ÷òî áëàãîäàðÿ ýòîìó ïàðàìåòðó ìîæíî
êîíòðîëèðîâàòü êîíöåíòðàöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ξ â îêðåñòíîñòè åå ñðåäíåãî.

Åñëè p � öåëîå ÷èñëî, òî íåòðóäíî âûâåñòè íåðàâåíñòâî (2.1) èç îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà Ëÿ-
ïóíîâà (ñì. [9]), à îáùèé ñëó÷àé ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðåçóëüòàòà [10]. Áîëåå ïîäðîáíî ñì. [1],
ãäå âîïðîñ î êîíöåíòðàöèè ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé áîëüøîãî ïîðÿäêà è ïðè-
ìåíÿëñÿ ê èññëåäîâàíèþ ãèïîòåçû Êàííàíà, Ëîâà÷à è Øèìîíîâè÷à äëÿ êëàññà ëîãàðèôìè÷åñêè
âîãíóòûõ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèõ ìåð.

3. Ãàóññîâà êîíöåíòðàöèÿ â òåðìèíàõ ïîðÿäêà p

Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îöåíêè äèñïåðñèè,
òàêèå, êàê (2.1), ìîãóò áûòü àâòîìàòè÷åñêè óëó÷øåíû êàê ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè äëÿ áîëü-
øèõ óêëîíåíèé. Â êà÷åñòâå âàðèàíòà, ïðè óñëîâèè, ÷òî ξ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, èç (2.1) ïîëó÷àåì, íàïðèìåð,

P{|ξ −Eξ| > hEξ} 6 3 e−
1
4 h

√
p, h > 0. (3.1)

Îäíàêî áëàãîäàðÿ ïîðÿäêó ëîãàðèôìè÷åñêîé âîãíóòîñòè ìîæíî èçâëå÷ü äîïîëíèòåëüíóþ
èíôîðìàöèþ. Â ÷àñòíîñòè, íà èíòåðâàëå 0 6 h 6 1 âûðàæåíèå h

√
p â ïðàâîé ÷àñòè (3.1) ìîæíî

çàìåíèòü íà h2p. Âïåðâûå íàáëþäåíèå òàêîãî òèïà ñäåëàë Êëàðòàã [11] ïðè óñòàíîâëåíèè öåí-
òðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ èçîòðîïíûõ âûïóêëûõ òåë (ñì. áîëåå ïîäðîáíî â çàìå÷àíèè
3.4 íèæå).

Ïðèìåíÿÿ àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, ìû ïîÿñíèì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ãàóññîâû óêëîíåíèÿ
âåëè÷èíû ξ îò åå ñðåäíåãî Eξ íà îñíîâå îöåíêè (2.1). Èòàê, ïóñòü ξ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè
âîãíóòîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêà p ñ ïëîòíîñòüþ

q(r) = rp−1ρ(r),

ãäå ρ(r) � ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ïðè r > 0.
Â ÷àñòíîñòè, ρ äîëæíà áûòü èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó. Âðåìåííî ïðåäïîëîæèì, ÷òî

+∞∫

0

etrρ(r) dr < +∞

äëÿ âñåõ t ∈ R, è ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξt ñ ïëîòíîñòÿìè âèäà

qt(r) =
rp−1etrρ(r)

+∞∫
0

rp−1etrρ(r) dr

, r > 0,

ãäå t ∈ R � ïàðàìåòð. Òàê êàê âñå ξt òàêæå èìåþò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîðÿäêà p, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2

Var (ξt) 6
1

p
(Eξt)

2

èëè â òåðìèíàõ ξ

E ξ2etξ E etξ − (
E ξetξ

)2 6 1

p
(E ξetξ)2. (3.2)

Ââåäåì âûïóêëóþ ôóíêöèþ
u(t) = logE etξ,

è ïîëîæèì
v(t) = u′(t) =

E ξetξ

E etξ
.

Ýòà ôóíêöèÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è âîçðàñòàþùàÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Êðîìå òîãî, (3.2)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

v′(t) =
E ξ2etξ E etξ − (

E ξetξ
)2

(
E etξ

)2 6 1

p
v(t)2.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

0 <

(
− 1

v(t)

)′
6 1

p

äëÿ âñåõ t ∈ R, îòêóäà ∣∣∣∣
1

v(t)
− 1

v(0)

∣∣∣∣ 6 |t|
p
. (3.3)

Òåïåðü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì Eξ = 1, è òîãäà v(0) = 1. Ïîëàãàåì
u0(t) = logE exp {t(ξ −Eξ)} = u(t)− t, v0(t) = u′

0(t) = v(t)− 1.

Òîãäà
u0(t) > 0, u0(0) = v0(0) = 0, v0(t) > −1

äëÿ âñåõ t ∈ R, è èç (3.3) ïîëó÷àåì
|v0(t)|

1 + |v0(t)| 6 |v0(t)|
1 + v0(t)

6 |t|
p
. (3.4)

Ïóñòü |t| 6 p/2. Òîãäà íåîáõîäèìî
|v0(t)| 6 1

è â ñèëó (3.4)
|v0(t)| 6 2

|v0(t)|
1 + v0(t)

6 2 |t|
p

, |t| 6 p

2
.

Èíòåãðèðóÿ îò 0 äî t, íàõîäèì

|u0(t)| 6
∣∣∣∣

t∫

0

|v0(s)| ds
∣∣∣∣ 6

t2

p
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè Eξ = 1 è |t| 6 p/2, òî
E exp {t(ξ −Eξ)} 6 et

2/p. (3.5)
Íà ýòîì øàãå óñëîâèå êîíå÷íîñòè Eetξ äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ t ìîæíî îñëàáèòü, òðåáóÿ êîíå÷-
íîñòè ëèøü äëÿ t 6 p/2. Ôàêòè÷åñêè, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî Eetξ êîíå÷íî,
åñëè t < p. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò óñëîâèÿ Eξ = 1, ìû ïðèìåíèì (3.5) ê ξ/Eξ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè ξ > 0 èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêà
p > 1, òî ýêñïîíåíöèàëüíûé ìîìåíò E etξ êîíå÷åí ïðè óñëîâèè tEξ < p. Êðîìå òîãî, äëÿ
|t| 6 p

2Eξ

E exp {t(ξ −Eξ)} 6 exp
{ t2

p
(Eξ)2

}
. (3.6)

Ïðèìåð Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîêàçûâàåò, ÷òî îáëàñòü tEξ < p íå
ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà â òåðìèíàõ Eξ è p.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, èç (3.6) íàõîäèì, ÷òî äëÿ âñåõ h > 0 è 0 6 t 6 p/2

P{ξ −Eξ > hEξ} 6 exp
{ t2

p
(Eξ)2 − thEξ

}
,

îòêóäà ïðè t = ph/(2Eξ) ñëåäóåò

P{ξ −Eξ > hEξ} 6 e−
ph2

4 ,

åñëè h 6 1. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëåâûõ óêëîíåíèé. Ïîäûòîæèì ñêàçàííîå.

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè ξ > 0 èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêà p > 1,
òî äëÿ âñåõ 0 6 h 6 1

P{ξ −Eξ > hEξ} 6 e−
ph2

4 , (3.7)
P{|ξ −Eξ| > hEξ} 6 2 e−

ph2

4 . (3.8)
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Ïîëàãàÿ, íàïðèìåð, h = 1, ïîëó÷àåì â (3.7)
P{ξ > 2Eξ} 6 e−

1
4 p.

Â ñèëó ëîãàðèôìè÷åñêîé âîãíóòîñòè ôóíêöèè h → P{ξ > hEξ} èç ïðèâåäåííîãî âûøå íåðàâåí-
ñòâà ñðàçó ïîëó÷àåì

P{ξ > hEξ} 6 e−
ph
8 , h > 2. (3.9)

×òîáû âîâëå÷ü â (3.8) çíà÷åíèÿ h > 1 (à â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà ïðè áîëüøèõ h äîëæíà áûòü íå
ãàóññîâîé, à ýêñïîíåíöèàëüíîé, êàê â (3.9)), ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îáùèì íåðàâåíñòâîì òèïà
ðàñòÿæåíèÿ èç [12] (ñì. òàêæå [13])

1− ν(hB) 6 (1− ν(B))−(h+1)/2, h > 1, (3.10)
ãäå ν ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé ìåðîé íà Rn è B � åâêëèäîâ øàð
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëÿ çàäàííîãî h > 0 ìû ïðèìåíèì (3.10) ïðè ðàçìåðíîñòè 1 ê
ðàñïðåäåëåíèþ ν ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ − Eξ, çàìåíÿÿ ïàðàìåòð h íà h/a, ãäå a = min(1, h).
Òîãäà â ñèëó (3.8) è (3.10)

P{|ξ −Eξ| > hEξ} = P

{
|ξ −Eξ| > h

a
aEξ

}
6 P{|ξ −Eξ| > aEξ}− 1

2 (h
a+1)

6 2 e−
a2

8 (h
a+1)p 6 2 e−

aph
8 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè ξ > 0 èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðÿäêà p > 1,
òî äëÿ âñåõ h > 0

P{|ξ −Eξ| > hEξ} 6 2 e−
p
8 min(h,h2).

Çàìå÷àíèå 3.4. Êëàðòàã ðàññìàòðèâàë óêëîíåíèÿ ξ îò ìîäû tp = tp(ξ), ò.å. îò òî÷êè ìàêñè-
ìóìà ïëîòíîñòè q(r) = rp−1ρ(r) âåëè÷èíû ξ. Ýòà òî÷êà îïðåäåëåíà, åñëè ρ ïðèíàäëåæèò êëàññó
C2 íà (0,+∞) è p > 1, è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(log ρ)′(r) =
ρ′(r)
ρ(r)

= −p− 1

r
.

Êàê ïîêàçàíî â [11, Lemma 4.4], åñëè p > 2 öåëîå, òî äëÿ 0 6 h 6 1

P{|ξ − tp(ξ)| > h tp(ξ)} 6 C e−cph2 (3.11)
ãäå C > 1 è 0 < c < 1 � àáñîëþòíûå êîíñòàíòû.

Èç (3.8) è (3.11) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî(
1− c√

p

)
E ξ 6 tp(ξ) 6

(
1 +

c√
p

)
E ξ,

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâà äëÿ óêëîíåíèé (3.8) è (3.11)
ïî-ñóùåñòâó, ýêâèâàëåíòû (è ïî íàøåìó ìíåíèþ, ìîæíî îñâîáîäèòüñÿ îò óñëîâèÿ òîãî, ÷òî p �
öåëîå ÷èñëî).

4. Ëîãàðèôìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.2, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîå ðàñïðå-
äåëåíèå áîëüøîãî ïîðÿäêà p, òî åå ðàñïðåäåëåíèå èìååò íîñèòåëü àïïðîêñèìàòèâíî â èíòåðâàëå
0 < r < 2Eξ è ãàóññîâó ñòåïåíü êîíöåíòðàöèè â îêðåñòíîñòè ñðåäíåãî Eξ. Ïîýòîìó íå óäèâè-
òåëüíî, ÷òî íà äëèííûõ èíòåðâàëàõ òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò òàêèì àíàëèòè÷åñêèì
íåðàâåíñòâàì, êàê ëîãàðèôìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà.

Ââåäåì ôóíêöèîíàë ýíòðîïèè

Entµ(g) =

∫
g log g dµ−

∫
g dµ log

∫
g dµ.
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Ýòîò ôóíêöèîíàë êîððåêòíî îïðåäåëåí äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè g > 0 íà àáñòðàêòíîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (M,µ) è, â îáùåì ñëó÷àå,

0 6 Entµ(g) 6 +∞.

Êàê è â ñëó÷àå äèñïåðñèè, Entµ(g) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ïîñòîÿííà µ-ï.â. ßñíî
òàêæå, ÷òî Entµ(g) êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∫
g log(1 + g) dµ < +∞.

Õîðîøî èçâåñòíî [14], ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ íà Rn óäîâëå-
òâîðÿåò ëîãàðèôìè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó Ñîáîëåâà

α Entµ(f
2) 6 2

∫
|∇f |2 dµ (4.1)

ãäå α > 0 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà è f � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà Rn, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî t > 0

∫
et|x|

2

dµ(x) < +∞.

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå α = α(µ) â (4.1) íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé êîíñòàíòîé Ñîáîëåâà
äëÿ µ. Îíî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ íîðìîé Îðëè÷à, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé Þíãà

ψ2(r) = er
2 − 1.

Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ çàäàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η íà (M,µ) òàêîé, ÷òî E etη
2 êîíå÷íî ïðè

íåêîòîðîì t > 0, íîðìà c = ‖η‖ψ2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî òàêîå,
÷òî

Eψ2(|η|/c) 6 1.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èíñòðóìåíòà ìû èñïîëüçóåì íèæíþþ îöåíêó ëîãàðèôìè÷åñêîé êîí-
ñòàíòû Ñîáîëåâà äëÿ îäíîìåðíûõ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîëó÷åííóþ â [14,
ïðåäëîæåíèå 4.4].

Ëåììà 4.1. Äëÿ çàäàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûì ðàñïðåäåëå-
íèåì µ

1

24 ‖ξ −Eξ‖2ψ2

6 α(µ) 6 8

3 ‖ξ −Eξ‖2ψ2

.

Íåðàâåíñòâî â ïðàâîé ÷àñòè îïòèìàëüíî è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ãàóññîâûõ ìåð, òîãäà
êàê êîíñòàíòà 1/24 â ïðàâîé ÷àñòè, ïî-âèäèìîìó, ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîé.

Ñëåäóþùàÿ íàøà çàäà÷à � îöåíèòü ñâåðõó íîðìó ‖ξ − Eξ‖ψ2 ïðè óñëîâèè, ÷òî ξ > 0 èìååò
ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîå ðàñïðåäåëåíèå ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì çàäàííîãî ïîðÿäêà p > 1.
Èòàê, äëÿ äàííîãî r0 > 1 ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

ξ 6 (1 + r0)Eξ. (4.2)

Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë ïðåäïîëîæèì (áåç ïîòåðè îáùíîñòè), ÷òî Eξ = 1. Â ñèëó ïðåäëîæå-
íèÿ 3.1 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = ξ −Eξ óäîâëåòâîðÿåò

E etη 6 e
1
p t2 , |t| 6 p

2
.

Â ñèëó (4.2) èìååì |η| 6 r0, îòêóäà

E etη 6 er0|t| 6 e
2r0
p t2 , |t| > p

2
.

Èç ýòèõ äâóõ îöåíîê ïîëó÷àåì
E etη 6 e

2r0
p t2
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áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà t. Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî t îòíîñèòåëüíî ãàóññîâîé ìåðû
íà R ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé

σ2 >
p

4r0
,

ïîëó÷àåì
E eσ

2η2/2 6 1√
1− 4r0

p σ2
.

Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 2 ïðè
σ2 =

3

16

p

r0
,

îòêóäà ñëåäóåò
‖η‖2ψ2

6 2

σ2
=

32

3

r0
p
.

Êðîìå òîãî, åñëè îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿ Eξ = 1, òî ýòà îöåíêà äîëæíà áûòü çàìåíåíà ñëåäóþùåé:

‖η‖2ψ2
6 32

3

r0
p
(Eξ)2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ëåììû 4.1 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.2. Åñëè ξ > 0 èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîå ðàñïðåäåëåíèå ν ïîðÿäêà p > 1 è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.2), òî

α(ν) > c

r0

p

(Eξ)2
,

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Ìîæíî ïîëîæèòü, íàïðèìåð,
c =

3

32
· 1

24
=

1

256
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 4.2, ÷òîáû ïîëó÷èòü ëîãàðèôìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ñîáîëåâà äëÿ ñôå-
ðè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â Rn, n > 2, è ïëîòíî-
ñòüþ

dµ(x)

dx
= ρ(|x|),

òàêîé, ÷òî ρ = ρ(r) ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòà. Ýòî óñëîâèå ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì â ñëåäóþùåì
óòâåðæäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïóñòü X � ñëó÷àéíûé âåêòîð â Rn ñ ðàñïðåäåëåíèåì µ, è ïóñòü r0 > 1.
Åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

|X| 6 (1 + r0)E |X|, (4.3)
òî

α(µ) > c

r20

n

(E |X|)2 , (4.4)

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîòðåáóåòñÿ âûâåñòè ëîãàðèôìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ñîáîëåâà (4.1)
äëÿ ìåðû µ ñ êîíñòàíòîé, çàäàííîé â ïðàâîé ÷àñòè (4.4). Èòàê, ïóñòü f � îãðàíè÷åííàÿ ïîëî-
æèòåëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà Rn.

Ðàñïðåäåëåíèå ν ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = |X| ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòî ïîðÿäêà p = n è â
ñèëó óñëîâèÿ (4.3) èìååò â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ èíòåðâàë

0 6 r 6 (1 + r0)Eξ. (4.5)
Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 4.2: äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè g íà (0,+∞)

Entν(g
2) 6 A

∫
(g′)2 dν, A =

Cr0
n

(E |X|)2,
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ãäå C � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ g(r) = f(rθ) ñ ôèêñèðîâàííûì θ ∈ Sn−1, ñ
ó÷åòîì íåðàâåíñòâà |g′(r)| 6 |∇f(rθ)| ïîëó÷àåì∫

f(rθ)2 log f(rθ)2 dν(r) 6
∫

f(rθ)2dν(r) log

∫
f(rθ)2 dν(r) +A

∫
|∇f(rθ)|2 dν(r),

ò.å. â òåðìèíàõ ôóíêöèè íà åäèíè÷íîé ñôåðå

u(θ) =

(∫
f(rθ)2dν(r)

)1/2

èìååì ∫
f(rθ)2 log f(rθ)2 dν(r) 6 u(θ)2 log u(θ)2 +A

∫
|∇f(rθ)|2 dν(r).

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî σn−1 è âñïîìèíàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå (r, θ) → rθ ïåðåâîäèò ν⊗σn−1

â µ, ïîëó÷àåì ∫
f2 log f2 dµ 6

∫
u2 log u2 dσn−1 +A

∫
|∇f |2 dµ. (4.6)

Èçâåñòíî, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ êîíñòàíòà Ñîáîëåâà äëÿ ðàâíîìåðíîé ìåðû íà Sn−1 çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé α(σn−1) = n− 1 (ñì. [15]), ò.å. ñïðàâåäëèâî ëîãàðèôìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ñîáîëåâà∫

u2 log u2 dσn−1 6
∫

u2 dσn−1 log

∫
u2 dσn−1 +

2

n− 1

∫
|∇u|2 dσn−1.

Òàê êàê ∫
u2 dσn−1 =

∫
f2 dµ,

îòñþäà ñ ó÷åòîì (4.6) ïîëó÷àåì

Entµ(f
2) 6 2

n− 1

∫
|∇u|2 dσn−1 +A

∫
|∇f |2 dµ. (4.7)

×òîáû îöåíèòü ïåðâûé èíòåãðàë, çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ u äëÿ âñåõ θ, θ̃ ∈ Sn−1

〈
∇u(θ), θ̃

〉
=

2

u(θ)

∫
rf(rθ)

〈
∇f(rθ), θ̃

〉
dν(r).

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è óñëîâèå (4.5), ïîëó÷àåì
〈
∇u(θ), θ̃

〉
2 6 4

u(θ)2

∫
r2f(rθ)2 dν(r)

∫ 〈
∇f(rθ), θ̃

〉2

dν(r)

6 4 (1 + r0)
2 (E |X|)2

∫
|∇f(rθ)|2 dν(r).

Ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìó ïî âñåì θ̃ ∈ Sn−1, íàõîäèì

|∇u(θ)|2 6 4 (1 + r0)
2 (E |X|)2

∫
|∇f(rθ)|2 dν(r).

Îñòàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòî íåðàâåíñòâî ïî σn−1, ÷òî ïðèâåäåò ê íåðàâåíñòâó∫
|∇u|2 dσn−1 6 4 (1 + r0)

2 (E |X|)2
∫

|∇f |2 dµ

è â ñèëó (4.7) � ê íåðàâåíñòâó

Entµ(f
2) 6

[
8

n− 1
(1 + r0)

2 (E |X|)2 +A

] ∫
|∇f |2 dµ.

Çäåñü ìíîæèòåëü ïåðåä èíòåãðàëîì íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû[
8

n− 1
(1 + r0)

2 +
Cr0
n

]
(E |X|)2 6 C ′r20

n
(E |X|)2,

ãäå C ′ � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.
Íàêîíåö, íåòðóäíî îñëàáèòü óñëîâèå f > 0 â (4.1) êàê f > 0, è ïîòîì óáðàòü ââèäó îáùåé

îöåíêè |∇|f | | 6 |∇f |. Ïðåäëîæåíèå 4.3 äîêàçàíî. ¤
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Çàìå÷àíèå 4.4. Ïðè ðàçìåðíîñòè n = 1 ïðåäëîæåíèå 4.3 óæå íå áóäåò âåðíûì, ïîñêîëüêó
íîñèòåëü µ ìîæåò èìåòü äâå (ñâÿçíûå) êîìïîíåíòû. Íàïðèìåð, ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå µ íà
[−2,−1] ∪ [1, 2] �ñôåðè÷åñêè� ñèììåòðè÷íî è ñîîòâåòñòâóåò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé ôóíêöèè

ρ(r) =
1

2
1[1,2](r).

Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå λ1(µ) = α(µ) = 0.

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1

Ñíà÷àëà âûäåëèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé êàê ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 4.3.
Êàê è âûøå, µ � ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Rn, n > 2, ñ ïëîòíîñòüþ

dµ(x)

dx
= ρ(|x|),

ãäå ρ � ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà (0,+∞). Äëÿ íîðìèðîâêè áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
êàê è â òåîðåìå 1.1, ÷òî ∫

|x|2 dµ(x) = n. (5.1)

Ìû íå áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû µ èìåëà êîìïàêòíûé íîñèòåëü, à âìåñòî ýòîãî óñëîâèÿ ðàññìîòðèì
ñóæåíèÿ µ íà øàðû ïîäõîäÿùåãî ðàäèóñà.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïðè çàäàííîì a > 2, íîðìèðîâàííîå ñóæåíèå µa ìåðû µ íà øàð |x| <
a
√
n óäîâëåòâîðÿåò ëîãàðèôìè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó Ñîáîëåâà

Entµa(f
2) 6 Ca2

∫
|∇f |2 dµa (5.2)

ãäå C � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Êàê ìû çíàåì èç ñëåäñòâèÿ 3.2 (ñì. (3.9)), ìåðà µ èìååò ñóùåñòâåííûé íîñèòåëü â øàðàõ
Ba = B(0, a

√
n) â òîì ñìûñëå, ÷òî

µ(Ba) > 1− e−an/8. (5.3)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.1. Ïóñòü X � ñëó÷àéíûé âåêòîð â Rn, ðàñïðåäåëåí-
íûé ñîãëàñíî µa. Ïî ïîñòðîåíèþ |X| 6 a

√
n. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (4.3) èç ïðåäëîæåíèÿ 4.3

âûïîëíåíî, åñëè

E |X| > a
√
n

1 + r0
.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(x) = |x| íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Rn, µ) èìååò ëîãàðèôìè÷å-
ñêè âîãíóòîå ðàñïðåäåëåíèå (ïîðÿäêà n) ñî âòîðûì ìîìåíòîì

E ξ2 = n,

ñîãëàñíî óñëîâèþ (5.1). Òàê êàê

E |X| = 1

µ(Ba)

∫

Ba

ξ dµ,

äîñòàòî÷íî âûáðàòü r0 > 1 òàêèì, ÷òî
∫

Ba

ξ dµ > a
√
n

1 + r0
. (5.4)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà äëÿ äîïîëíåíèÿ B̃a = Rn \Ba èìååì

µ(B̃a) 6 µ
{|x| > 2

√
n
}
6 1

4n
E ξ2 =

1

4
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî∫

B̃a

ξ dµ 6
√
E ξ2

√
E 1B̃a

6 1

2

√
E ξ2.

Òàê êàê ξ ïîëîæèòåëüíà è èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîå ðàñïðåäåëåíèå, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
òèïà Õèí÷èíà

E ξ2 6 2 (E ξ)2,

êîòîðîå ïîëó÷åíî â [16]. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

B̃a

ξ dµ 6 1

2

√
2 (E ξ)2 =

1√
2
E ξ.

Òàêèì îáðàçîì,
∫

Ba

ξ dµ >
(
1− 1√

2

)
E ξ >

(
1− 1√

2

)
1√
2

√
E ξ2 =

√
2− 1

2

√
n.

Ïîýòîìó (5.4) ñïðàâåäëèâî, åñëè r0 > 2a (1 +
√
2)− 1. Ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, r0 = 5a.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå 5.1 ïîëó÷àåòñÿ èç îöåíêè (4.4) ïðåäëîæåíèÿ 4.3. ¤

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïðèëîæåíèþ ëîãàðèôìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà (5.2) äëÿ ìåð µa ê
ñâîéñòâó êîíöåíòðàöèè µ. Èçâåñòíî ñòàíäàðòíîå ðàññóæäåíèå Õåðáñòà, ïðèâîäÿùåå ê ãàóññîâîé
êîíöåíòðàöèè, îäíàêî ìû ïðåäïî÷èòàåì ñëåäîâàòü ïîäõîäó �èíôèìóì�ñâåðòêà� èç [17]. Èìåííî,
â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî (ñì. òåîðåìó 2.1 òàì), ÷òî èç (5.2) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî∫

eQtf dµa

∫
e−f dµa 6 1, (5.5)

ãäå t = Ca2, f � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà Rn è

Qtf(x) = inf

[
f(y) +

|x− y|2
2t

]
, x ∈ Rn,

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì y ∈ Rn, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì îïåðàòîðîì èíôèìóì-ñâåðòêè. Â
(5.5) ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè f , âîçìîæíî, ïðèíèìàþùèå çíà÷å-
íèÿ ±∞.

Äëÿ çàäàííîãî íåïóñòîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A â Rn ìû ïðèìåíèì (5.5) ê ôóíêöèè f ,
ðàâíîé íóëþ A è +∞ íà Rn \A. Òàê êàê äëÿ âñåõ x ∈ Rn

Qtf(x) =
1

2t
d(A, x)2 =

1

2t
inf
y∈A

|x− y|2,
ïîëó÷àåì ∫

exp

{
1

2Ca2
d(A, x)2

}
dµa(x) 6 1

µa(A)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà äëÿ âñåõ h > 0

1− µa(A
h) 6 1

µa(A)
e−h2/(2Ca2)

èëè, â òåðìèíàõ µ,
µ(Ba)− µ(Ah ∩Ba) 6 µ(Ba)

2

µ(A ∩Ba)
e−h2/(2Ca2),

îòêóäà â ñèëó îöåíêè êîíöåíòðàöèè (5.3) ïîëó÷àåì

1− µ(Ah) 6 1

µ(A ∩Ba)
e−h2/(2Ca2) + e−an/8. (5.6)

Äëÿ äàëüíåéøèõ óïðîùåíèé âîçüìåì, íàïðèìåð, a = 16 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(A) > e−n.
Òàê êàê µ(Ba) > 1− e−2n, èìååì µ(A ∩Ba) > 1

2 µ(A), è èç (5.6) ñëåäóåò

1− µ(Ah) 6 2

µ(A)
e−ch2

+ e−n, (5.7)
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ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Âûáèðàÿ ìåíüøåå c (íàïðèìåð, çàìåíèâ íà c/2), ìîæíî
çàìåíèòü ìíîæèòåëü 2 íà 1. Êðîìå òîãî (5.7) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè â ñëó÷àå µ(A) 6 e−n.
Ïîýòîìó

1− µ(Ah) 6 1

µ(A)
e−ch2

+ e−n.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè h 6 √
n, òî ïîñëåäíèé ÷ëåí e−n ìîæíî ïðîèãíîðèðîâàòü, è ìû ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè (5.1) äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî èçìåðèìîãî ìíî-
æåñòâà A â Rn

1− µ(Ah) 6 1

µ(A)
e−ch2

, 0 6 h 6
√
n,

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî µ(A) > 1/2, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.1 (çà ñ÷åò âûáîðà ìåíü-
øåãî c > 0, åñëè ïîòðåáóåòñÿ).
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